Véletlen matrixok alkalmazasa
a gazdasagi fizikaban

e Bevezetés a véletlen matrixok lelkivilagidba
— Hagyomanyos analizis
— Grafok

e Wishart matrixok

e Gazdasagi fizikai alapfogalmak

e Korrelacios matrix analizise

e nem-gaussi eloszlasok
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‘ Véletlen matrixok |

e Wigner ((1930-as) 1950-es, 60-as évek, Dyson 1960-as €vek)

e atommag energiaszintjel: hermitikus matrix

(Hn Hy» Hiz ... HlN\
. H;, Hyy Hy ... Hy
H —

\ Hin Hiy Hiy ... Hyy )

e szimmetriatulajdonsagok:
— GOE: 1dotiikrozési és forgasinvariancia (valds abrazolas)
— GUE: altalanos (komplex abrazolas)

— GSpE: csak 1dotiikr6zési invariancia (kvaternié abrazolas)

(1)
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Makroszkopikus tulajdonsagok:
a valoszintségeloszlas

° P(M) ~ e—NTTV(M).

o VM) ~ MM + (MM 4 ...,

e (G)OE
di =[] auy) 1] du;” )
kE<j k<j
H =U'HU (3)
U unitér.

e Az N x N-es matrix minden invariansa kifejezhetd a matrix els6 N hatvanyanak

/
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e Minden invaridns a sajatértékek szimmetrikus fiiggvénye €s kifejezhetd az elsd
N hatvany nyomaval:

N
t;=TrH =) X j=1,N.
k=1

példaul a szekularis egyenlet egyiitthatoi is, melyek teljes bazist alkotnak a
sajatért€keket szimmetrikusan tartalmazo kifejezések terében.

e Lemma: ha a differencialhat6 fiiggvényekre

fi(zy) = f2(2z) + f3(y),
akkor fz(517> = a; Inx + b;, ahol by = by + bs.

o a H matrix elemei statisztikusan fliggetlenek.
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ﬁlkalmazés \

o H=U"1HU

/ cos@ sinf 0 --- O\
—sinf® cosf O --- O
o U = 0 0 1 -+ 0

\ 0 0 0 --- 1)
o @ :Aﬁ+ﬁAT,A21 = —Ai2=1, 45 =0,A= %U-
e P(H ) I fk ( j ) , statisztikus fiiggetlenség.

o P (PAI ) invaridns az U transzformacidra (6 derivalt):

1 ofY ol
Zﬂ“) OH," 50 " )
J
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Alkalmazva U -t
1 0 f1 k 1 0 f 2k Ck

fikHix OH1x  forHok OHo, — HypHap

A lemma értelmében C, = 0 (csak log viselkedés engedélyezett).

2
fie(Hyp) = e “Hix

Ez tetszdleges U-ra megismételhetd, f;; gausszi.

Invariansokkal kifejezve: max 2. rendl invaridansok

P(ﬁ) N e—aTrI:IQ—l—bT?“lEI—I—C

a > 0, b, C valés.

Erésen kihasznaltuk, hogy a matrixelemek egymastol fliggetlenek!

)

(6)

(7)
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on (A1, -+, An) sajatértékeloszlas N valtozot tartalmaz az N (N +1) /2 fiiggetlen

matrixelembol.

Az invariansok is csak ezeket tartalmazzak.

maradt N(N — 1)/2 db. pq,- - -, p; valtozo:

Jacobi

Makroszkopikus tulajdonsagok:

dH = 2o NN () p)ddp, (8)

‘]()‘7]9) —

a spektrum

a(-[{117-[{127 o JHNN)
8()\17° ) '7)\Nap17' ) '7pl)

©)
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ismét véve az U diagonalizalé matrixok: H = UAU -1 UUT =1, és derivélva\

ezeket a p;, illetve \; szerint kiszamithat6 a Jacobi

JAp) =N ] Ix = Al
i< j
Altal4dnosan
ON(A1, -+ AN) = Ce 30 2% H A — A7
i< j
B =1(GOE), 8 =2 (GUE), 8 = 4 (GSpE).

Coulomb gaz: toltések az x; helyeken, potencidl

V(T) = %Z:::?—Zlnm—xj

1<J

(10)

(11)

(12)
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Ggyrészecske spektrum

Q()\) — / dZCQ T de QN()\aaj% )

A potencidlis energia varhato értéke

",wN)

Wie =3 [ deatet@)—3 [ drdy eot)inle—y

Kényszerfeltétel: [~ dz o(z) = N

nyeregpont:

x szerint derivalva

— OO

™

(13)

(14)

(15)
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G/Iegoldés \

.
o(\) = %\/QN — A2 A2 < 2N (16)

e Normalas
P(H) ~ e 2NTrH", (17)
(Hyy Hya) = + Six (18)
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‘ Grafok | \

o 040 dimenzids térelmélet £ = 1, (1% — H?) 1) Lagrange fiiggvénnyel.

e grafszabalyok:

<

b a
[ wwna - 4w
& d

N =

e sikbeli grafok
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/ e propagator:

e sajatenergia

(20)

21)
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/ e a sajatenergia diagonalis

> =>X1
e és megegyezik a propagatorral
%Trz—lf] =3 =G(2)
o z—cl;(z) = (G(z) megoldasa
Ga)= 22V )=
Wigner félkor.

(22)

(23)

(24)
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‘ Kovetkezmények |

e Szabad nemkommutal6 valtozok:
M = M;+M, — > =2 + 2

a sajatenergidk osszeadddnak.

e recept: a rezolvens inverze

B[G(z)] = z; B(z) = B1(z) + Ba(z) — ;

e példa: két egységnyi szorasu G*E:

1 1
Bi(z) = Ba(2) :z—l—; — B(z) :2z—|—;

BlG(:) =2 = G(z) = Lo~ (VR - @)

N=DB— - (26)
Z

(25)

1
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Szorzas

G*E:

M = M1 XMQ
z4+1 1
5(z) = x(2) . xeG(z) = 1] = -
2 2
1
g -
Ve
projektor: 7" x T' matrix, N eleme nem nulla
z4+1 N
S = = —
Py T T

(28)

(29)

(30)
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4 ‘ Mikroszkopikus tulajdonsagok: I A

e n. szomszéd tavolsag eloszlasa

e energiaszint eloszlas

e mennyiségek az 1/N (atlagos energiaszint tavolsag) skalan

e T. Guhr, A. Mueller-Groeling, H.A. Weidenmueller, Phys. Rept. 299 189 (1998).

e kaosz, kaotikus rendszerek.
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/ ‘ Wishart matrixok I \

e Wishart, Biometrika A20 32 (1928)
e MMT, ahol M N x T matrix
e multivarians adatok vizsgalata

e ha W = M?, ahol M valés, szimmetrikus véletlen matrix,

v = (o))

- %GMW) 31)
1 1
ow () = \/—XQM(\/X) =5V /A —1 (32)
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/ e Gauss eloszlasra \

1 1
Saz = Sazep =
G2 Z—I— 17 G2 P Z—I—m

(33)

e rezolvens (két T' x T gauss és a diag(N * 1, (T'— N) * 0) projektor szorzata

1—-m 1 1—m > 4m
G(z) = > +§ 1i\/( . —1) - (34)
e spektrum
1
o(A) = (1—=m)d(0)+ ﬁ\/(A — Amin) (Amaz — ),
)\min,maw — (1 = \/E)2 (35)

e ham > 1 anulla sajatértékek eltiinnek.
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A skala (o) nyujthatja
a spektrumot, de a
Amaz/Amin arany csak
az m paramétertol fiigg.
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e 1dOsorok

e Volatilitas, kockazat

e Portfdolio

‘ Alaptogalmak I A

X;(t) : azivagyoneszkoz (asset) értéke t idSben
Xi(t+1)— X;(¢
z;(t) = ( +Xi)( 0 ( arvaltozas
X;(t+1 .
x;(t) = log )(((—; ) logaritmikus arvaltozas

gyakorisag: tick-by-tick, 3s, ..., napi, heti, havi, negyedévi, évi, ...

1
ot,T) == ) @), k=12
t

oo

pi(t) : Z p; = 1, p; a teljes vagyon azon hanyada, melyet az ¢ eszkozbe fektetiin
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/ ‘ Véletlen valtozok I \

e az arak véletlenszerlien mozognak, a véletlen valtozo az
arvaltozas

(relativ vagy logarimikus)
e gausszi: a nagy fluktuiciok oka a korrelalt mozgas.

e Levy: a nagy fluktuaciok természetesek.
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4 Kovarancia i | N
ovariancia matrix

e Kovariancia matrix:
Cij = (xi(t)x;(t))s.
e A cél: a portfolié kockazatanak minimalizalasa (gausszi folyamat)
R = (p;Cyjpj)

a megoldas

(Markowitz)

e A kovariancia matrix alakja azonban 1ényeges lehet.
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‘ Kovariancia matrix I

N =

— mi(t) m;(t) 1 malt) my(t)
;Xiu)xju) G'j_T; o; 0

p—t

Cij =
J. = =

J T
t=1 v J t=1

o; gausszi sz€lességgel, illetve r; (k = 1) volatilitissal.

Z m;@ mﬁt) Sij = %Z sgnm; (t)sgnmy;(t)
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‘ Hosszu tarkak I
10" § 10° ¢
107 | 107 |
M M
2] R I -
A a: 1 R 4 i
107 ¢ 107 ¢ !
P i k
10 P A R R R | P AR | P AR T lios 10 vl 0ol ol MR L
100 -10° 5107 -107 102 105, 100 10’
1. abra. P- (&) és P (&) kumulativ eloszlasok a C matrix felépitésére hasznalt id6so-
raiban (SP500 napi részvényarfolyamok, 1980.01.01-t51 2000.06.30-ig 406 részvényre
(T'=1309, N=406).
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‘ Korrelaciok |

15 L -EE |
N 10 f >
(@h

5 - ]

O C L . .

-0.1 0 0.1 0.2 0.3
Z:Sij

3.10%

2. abra. (a) Az S el§jelek korrelacidja (nemdiagonalis elemek eloszlasa) az SP500

1d6sorban (folytonos vonal), illetve a véletlenszer(i permutici6 utan (szaggatott vonal).
Q)) Ugyanaz a C maétrixra.
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4 ‘ Sajatértekek | A

A kovariancia matrix sajatértékei
o A ,fliggetlen 0sszetevOok™ arvaltozasait mutatjak
e Nagy sajatért€kek: nagy armozgasok

e a gausszi esetben a nagy mozgas korrelalt, egyiittes folyamatot jelent, sok
résztvevovel (,,piac”, ,,cégcsoportok’).

e A gausszi Wishart matrixok spektruma

V(/\) ~ X \/()\ - )\mzn)()\ - )\ma:c) (36)

ahol \,, = (1£1/\/m)2, m = T/N=1308/406 az SP500 mintén.

e Levy eloszlas esetén a nagy valtozasok ,,ritkak”, de természetesek

\_ _/
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3. dbra. A C,,J and S matrixok sajatértékspektruma.
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4. abra. A sajatértékeloszlas az idésorok permutacidja utan.
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4 ‘ Sajatértekek | A

A gausszi analizis miikodik a G és S kovarianciamatrixra, azonban az m = T /N

paraméter az illesztés soran kicsit nagyobbnak adédik,mint varnank.

e SP500 adatsor: N.rr = 285 részvény a felhasznalt 406 helyett. A részvények

kozotti korrelacio lecsokkenti a fiiggetlen elemek szamat.

e Permutalt idosorok: N.¢r = 395 részvény adodik fuggetlennek a 406-bol. A
permutalds megsziinteti a korrelaciokat, €s minden részvényt fiiggetlennek allit

be.

e (Gausszi-e a kovariancia matrix?

\_ _/
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5. abra. (a) Az SP500 1désorbdl eldallitott C kovarianciamatrix kumulativ
sajatértékeloszlasanak dsszehasonlitasa a permutalt idésorbdl kapott eredménnyel. (b)
Ugyanaz az 0sszehasonlitas, de véletlenszertien generalt Lévy matrixokkal.
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4 ‘ Inverz betoltotts€gl arany I A

A kovarianciamatrix diagonalizaldsa nemcsak a \; sajatértékeket, de a nekik megfeleld
v* sajatvektorokat is megadja.

e Inverse participation ratio (IPR)

T )
R ST

e Lokalizélt allapot: v’ = d;;

Y =1
o Kollektiv allapot: v’ = ﬁ
1
Y = —
N

\_ /
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6. abra. IPR az SP500 kovarianciamatrixokra, az eredeti (keresztek) €s a permutalt

(haromszogek) idésorokra. Jobb also: a haromszogek egy Lévy matrixokkal valo szi-

Qlulécié eredményei. /
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7. abra. Az SP500 kovarianciamatrix sajatért€kspektrumanak kozelitése korreldlt
closzlas feltételezésével.

P(H) _ 6_% TrHTC™'H (37)

\C kétpont korrelacids matrix (valds, szimmetrikus, pozitiv) /
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g ‘ Osszefoglalds | A

e A kovarianciamatrix gausszi konstrukcidjaval gausszi valaszt is kapunk, még ha
az eredeti 1dOsorok hosszu farku eloszlast kovetnek.

— A sajatértékeloszlas koveti a RMT-t.
— Az IPR er6sen delokalizalt, kollektiv allapotokat mutat a nagy sajatértékeknél,
€s ez arra utal, hogy azok egy kollektiv mozgas eredményei.
e A Levy analizis is konzisztens annak alapvetd feltételezéseivel
— A nagy sajatértékek megmaradnak az idésorok perturbicigja utan is.

— Az IPR lokalizilt, egy, vagy kevés részvényre kiterjed6 allapotokat mutat
a nagy sajatértékeknél, €s az arra utal, hogy azok nem kollektiv mozgas
eredményei, hanem a Lévy fluktuaciokbol szarmzanak.
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