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1. Extrém statisztikik azonos eloszlasu fiiggetlen val-

tozokra
1.1. A k-ik legnagyobb érték eloszlasa

Z z+dz
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N
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1. abra. Az Gs-stirtiség (parent PDF) p(2) és a fiiggetleniil valasztott {z; }, pontok. A

k-adik legnagyobb (itt k = 4) a z és z + dz kozé esik.
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Az seloszlas IPDF-je u(z), s legyen

m(z) =1 — p(z) = /oo az p(3). (1.1)

Ha az &seloszlas tartojanak fels§ hatara z*, akkor nyilvan m(z) — 0 midén z * z*.

Természetesen lehet z* = co.

Annak a valoszintisége, hogy az N valtoz6é kozill a k-ik legnagyobb a (z,z + dz)
intervallumba esik
N —1
P(z;k,N)dz = Np(z)dz - <k . )m(z)"’_1 (1 =m(2))N k. (1.2)

Ez az m(z) valtozoban ugyanaz, mint a N — 1 binaris adatbol k£ — 1 darab 1-es esetén

visszakovetkeztetett p (az 1-es valoszintisége) Bayes-féle PDF-je.

1.1. Gyakorlé feladat. Ellendrizzik, hogy (1.2) valdban normdlt!
A nagy N hataresetet vizsgaljuk! Ekkor attérve a

¥ = Nm(z) (1.3)
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valtozora, a

row = e [$l= (00 (3) (%)
) (fijﬂ5”+fNN;U- (1.4)

Ez a Gamma-eloszlas egész k paraméterrel. Lathatd, ¥-ban mar nemdegeneralt (egy
nagysagrendi valtozora egy nagysagrendi stirtiség) eloszlast kaptunk. Ezért a karakte-
risztikus z értékek mellett J(z) = O(1).

NB: egyel6re a v valtozoban kaptuk meg a PDF-et, azonban az &seloszlast, s ezért
¥(z) = Nm(z) konkrét alakjat nem feltétleniil ismerjiik, tehat tovabbi megfontolasokra
van sziikség. Tovabba a nagy N limeszt is ki szeretnénk hasznalni, amel mellett keressiik

z jellegzetes értékeit.
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1.2. Linearis valtozocsere

Vizsgéljuk a feliilr6l nem korlatos véltozo esetét. Ilyenkor az empirikus maximumok
divergalnak, s a momentumaik is szingularisak lehetnek. Az a célunk, hogy linearis
transzforméacioval O(1) nagysagrendi, nemdegeneralt eloszlasu véletlen valtozohoz jus-
sunk. Ez utébbit y-nal jeloljiik. Ilyen transzformacié empirikusan is elvégezhets. Ha pl.
az els6 két kumulans "nem latszik" divergélni, akkor skalazhatjuk az adatokat ilymodon

z2—Zz

y= Az °

Keressiik tehat azt a fliggvényt, amely az egységnyi nagysigrendi y és a divergens
z kozott aszimptotikusan linearis relaciot teremt. A PDF-et ismerjiik 9 fiiggvényében,
meghatarozando tehat y = f(09), melyre teljesiil, hogy y = f(¥(z)) aszimptotikusan
linearis fliggvényt eredményez y és z kozott. Emlékeztetiink arra, hogy 9(z) = Nm(z).
Valamely z koriil fejtiink sorba

y = f(9(2)) =f(9(2)) + f(9(2))¥'(2)(z — 2)
1 (1.5)

+ 5 (" @E) () + f ()" () (z = 2)" + ...

Az els6 tag egységnyi nagysagrendi, azaz ¥(Z) = Nm(zZ) = O(1). Ez némi 6nkényt




megenged z valasztasdban, de mint kés6bb latjuk, a nagysagrendjét meghatarozhatja.

A linearis tag is egységnyi rendii, ezért a Az = z — Z sz6ras nagysagrendje
Az ~ |f (9) 1. (1.6)

A masodrendii tagnak el kell tiinnie, hogy vy és z kozott linearis relacié alljon fenn.
Ezért divergild z argumentumra (a vonast elhagyjuk)
f//(ﬂ) 19// f//(ﬂ)ﬁ _ m// Z)m Z)

oy TeE Y T Ty Y e (L.7)

Példaul

o Hatvanynal gyorsabb lecsengés: m(z) =~ Aexp—i-, (r > 0), m'(z) =~
—2""tm(2), m"(2) = 22"~"Dm(z), ahonnan

m' (z)m(z)
——— = 1. 1.8
e Ellenpélda: m(z) ~ Aexp(—z+ asinz), ahol |a| < 1, hogy a PDF ne lehessen

negativ. Most % ~1- (1—?#@2’

egyenletet, ilyenkor nincs szokédsos extrém hatéareloszlas.

azaz nem kapunk f()-ra z-fliggetlen
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e Hatvany lecsengés: m(z) ~ Az7F, (u > 0), m'(z) = —um(z)/z, m"(z) =~ p(p +
1)m(z)/2%, ahonnan
m' (z)m(z) . p+1

m’(z)? 7

1.2. Gyakorlé feladat. Vizsgdljuk az m”m/m'? limeszét az dseloszlds mds aszimp-
totikdi mellett. (i) m(z) ~ Az® exp—%, (i) m(z) ~ Aexp—1In®(z), s > 1, (ii1)
m(z) =~ Az"#Inz. Az (i-ii) esetben az dseloszlds minden hatvinyndl gyorsabban cseng

le, az (i1i) esetben a p kitevdjd hatvany lecsengéstdl logaritmikusan tér el.

1.3. Hatvanynal gyorsabb lecsengés: Fisher-Tippett-Gumbel
(FTG)

A hatvanynal gyorsabban lecsengs Gseloszlas esete. EgyelSre feliilr6l nem korlatos val-
tozokat vizsgalunk (az Gseloszlas tartoja a végtelenig terjed), késébb latni fogjuk, hogy

korlatos valtozokra is érvényesek a megfontolasok.
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A (1.7,1.8) formulak alapjan a kovetkezd differencidlegyenletet kapjuk

F(0)9/F (9) = -1, (1.10)
Innen
(Inf)y = -1/ = hf'=-Ind/a =
ff = a/9 = y=f) =aln(d/b). (1.11)

Az integracios allandok véltoztatéasa y-ban linearis transzformaciot okoz. Marpedig az
egységnyi nagysagrendi (N-t6] nem fiiggs) egyiitthatokkal linearisan egymasba vihetd
eloszlasokat ekvivalensnek tekintjiik, ezért a,b 6nkényesen valaszthatok.

Kimutathato, hogy a (1.5) sorfejtés magasabb rendjei elttinésének feltétele a (1.8)-hoz
hasonlo relaciok, az m(z) magasabb derivaltjaival. Csakhogy ha m(z) minden hatvany-
nal gyorsabban cseng le, akkor ilyenek a derivaltjai is, ezért e relaciok teljesiilnek.

Tekintsiik a —a = b = 1 valasztast, ekkor J = e~ Y, és (1.4) alapjan

9k—1  1dY 1 _
\k Ez a k-adik maximumra vonatkoz6 FTG hatareloszlas. ))
9
3
Alternativ alak: b = k mellett kapjuk
1 k

Ppra(y; k) = (kexp(—y —e™")) (1.13)

(k—1)!

Koénnyl megjegyezni, ez a k = 1 stirtiségfiiggvény "k-adik hatvanya", normalva — a
fizikai irodalomban gyakorta ezt idézik.

1.3. Gyakorlé feladat. Mutassuk meg, hogy Prrg momentum generdtor fiigguénye
d(w) = (e"V) = F(ﬁ&z)w). (Utmutatd: vezessiik be az u = e~V 1ij vdltozot!)

Innen a kumulans generator ¥V(w) = In ®(w) és a kumulansok
en = (=i)"0(0) = (1) " (k), (1.14)
ahol
Y(z) = T'(2)/T(2) (1.15)
a digamma vagy pszi, a ¥["(z) pedig az n-edik poligamma fiiggvény.
A szoréassal skalazott FTG figgvény: az

(1.16)
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\k Az extremadlis z valtoz6d atlaga N-nel divergil, s a szordsa is mutathat szingularitast.

valtozoban a PDF varhato értéke zérus és variancidja egységnyi. Pl. a k = 1 esetben

cg = —U(1) =~ =0.5772156649 - - - = nlirgo(i 1/¢—1nn) (1.17)
=1
(az Euler-Mascheroni 4llando) és
co =W (1) =((2) = i 1/0? = 7% /6 = a®. (1.18)
=1
Ezért az
(z) =0, (2°)=1 (1.19)

modon (variancidval) skalazott k = 1 FTG fiiggvény

P(z;1) = aexp(—y —ax — e 779%), (1.20)
1.1. Hazi feladat. Mutassuk meg, hogy nagy k mellett a skdldzott FTG a normdl el-
oszldashoz tart! Ajdnlott mddszerek (i) a pszi figgvény tulajdonsdgai alapjin vizsgdljuk
a (1.14) kumuldnsokat, vagy (i) a (1.12) exponensét fejtsik ki a nyeregpontjinak kor-
nyezetében. (15%)
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Meghatarozzuk a szingularitas N-fliggését az m(z) oc exp(—z"/r) esetben. Az atlagra s
egyben z tipikus értékeire fennall

¥(z) = Nm(2) = O(1) x Nexp(—z"/r) = Zox VInN. (1.21)
A Az szorasra (1.6) alapjan kapjuk

—1
Az o O (§2770) o O, (1.22)

Mivel Az/z oc (In N)~!, az empirikus z eloszlasa a z skdlajan a Dirac-deltdhoz tart.

Gyakorlati eredmény: Ha az empirikus k-adik maximum &atlaga és variancidja adott N

mellett Z = (2) és Az = \/<z2>N — (z)lzv akkor az

zZ—Z
Az

eloszlésa a k-adik, varianciaval skaldzott FTG fiiggvényhez tart nagy N mellett.

Tr =

(1.23)
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\  Gaussian (k=infinity)

\ \—

_‘4 = T T T é T 2‘
X

2. dbra. Az FTG fiiggvény a k = 1...10 esetekben és a Gauss-fliggvény (¢1 = 0, co = 1).

No6vekvs k mellett a cstcs jobbra mozdul, s a gorbék a gaussihoz tartanak.

2
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Gaussian (k=infinity)

3. dbra. A 2. abra szemilog skalan.

A
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1.4. Hatvany lecsengés a végtelenben: Fisher-Tippett-Fréchet
(FTF)

Az integralt Gseloszlas nagy z-re csengjen le hatvanyfliggvényként, azaz m(z) = Az7# =
¥(z)/N, ahol > 0. A (1.7,1.9) alapjan az f transzformacios fiiggvényt meghatéarozo

differenciilegyenlet
FrOW/ ) ==+ 1)/n = y=F0)=a+ /b))~ (1.24)
Haa=0, b=1, akkor y = 9~ '/# = 2(NA)~'/# ahonnan
Yr—1 dd 7
P k)= ——e V| —| = —ku—l —y~ ). 1.2

1.4. Gyakorlé feladat. Mutassuk meg, hogy a momentumok m, = (z") = I'(k —
2)/T(k), ha kp>n. A formula negativ n-re is érvényes.
A z empirikus valtozoé n-edik nem divergalé momentumanak nagysagrendje N™/H.
Egységes alak: pl. az m_; = (1/y) paraméterrel skilazzuk, x = m_1y= (1/x) = 1.
Ha k — oo, akkor a szoras szerint skilazva, 1d. (1.16), a sztenderd Gausst kapjuk.

A p — oo limeszben (1.25)-b6l az y = 1 + x/p helyettesitéssel kapjuk az FTG-t.

2
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1.87

1.6

1.4+

1.2

0.87

0.6

0.4

0.27

4. dbra. Az FTF stirtiség a p =1,k =1...20 és (1/z) = 1 mellett. A nagy k hatareset

a Dirac delta, amelyet a széras szerint atskalazva, azaz <:1:2> — (:1:}2 = 1 beallitasaval

\k(}auss eloszlast kapunk. ))
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5. 4bra. A 4. abra szemilog skalan.
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6. abra. Az FTF siirtiség a k=1, p =1/3,2/3,1,...10 és (1/z) = 1 mellett. Novekvs

p-vel a Dirac deltdhoz tart, amelybdl a szoéras szerint skaldzva az FTG eloszlas adodik.
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7. 4bra. A 6. abra szemilog skalan.

19

1.5. Hatvany lecsengés véges fels6 hataron: Weibull

Az &seloszlas legyen aszimptotikusan m(z) = A(z* — 2)¥ = ¥(z)/N. A korébbihoz
hasonlé gondolatmenettel az ) )
y =9 = (2% — 2)(NA)Y" (1.26)
valtozo6 reciprokaban az FTF eloszlast kapjuk. Azaz

e s v L y
( 1)!6 v i (k:—l)!yk Lexp(—y"). (1.27)

k—
A momentumok m, = I'(k + %)/T'(k). Egységes formulat pl. az atlag beallitasaval
kaphatunk, x = y/m; = (z) = 1.

Pw(y; k) =

Ha az eloszlast olymoédon skalazzuk, hogy az atlag zérus és a szoéras egy legyen, akkor

k — oo esetén a sztenderd Gausst kapjuk.

A v — oo mellett (1.27)-be az y = 1 — z/v-t helyettesitve az FTG adodik, ez a véges
fels6 hatarnal minden hatvanynal gyorsabban lecsengs Gseloszlas esete.

N.B: Az abszcisszat tiikroztiik, (1.27)-ben kis y felel meg a z* fels6 hatarhoz koze-
lebbi valtozoknak. Szokés az eredeti irdnyt visszaallitva a Weibull eloszlast —y — y

2

\khelyettesitéssel felirni, azaz y-t a negativ félegyenesen értelmezni.

20
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8. 4bra. A Weibull siirtiség az (z) =1, v =1, k = 1...20 mellett. A nagy k hatéareset

a Dirac delta, a szoéras szerint skilazva gaussi. Kis y felel meg nagy z-knek.

-

2

21

7

-2

9. 4bra. A 8. abra szemilog skalan.

A
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\kkap juk.

10. abra. A Weibull stirtiség az () =1, k =1 és v = 0.25,0.75,1.25,...10.25 mellett.

Novekvs v-vel a Dirac deltdhoz kozelit, amelyet a szoras szerint skdlazva az FTG-t

7
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11. Abra. Mint a 10. abra szemilog skalan.
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1.6. Egyesitett extrém hatareloszlas fiiggvény

Pz k) = ﬁ <1 + 42 - a) R exp [ (1 + A2 - a) _1/1 (1.28)

a y(x —a) > —b tartomanyban, b > 0. (Itt v paraméter, nem az E-M allandd!) Az

eddig bemutatott eseteket visszakapjuk
vy=1/u >0~ FTF,
v— 0~ FTG, (1.29)
v=—1/v <0~ Weibull.

A paraméterek a ~ eltolas
b ~ skila, (1.30)
v ~ alak.

Olyan illesztéseknél érdemes hasznalni (1.28)-t, ahol nem tudjuk biztosan a hatér-

eloszlas tipusat, csupan azt sejtjiik, azonos eloszlasi, fiiggetlen eseményekrsl van szoé.
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1.7. Extrém értékek szimultan eloszlasa

Milyen szimultan eloszlasnak tesz eleget a k legnagyobb valtoz6? A valtozok sorrendjét

rogzitjiik — "order statistics".

A k = 2 példajat vizsgaljuk elGszor, rogzitett sorrend mellett (z1 > z9):
P(z1,29) = O(21 — 22) N(N — 1)p(21)p(22) (1 — m(z2))" 2. (1.31)
1.5. Gyakorlé feladat. Mutassuk meg, hogy az [ P(z1,22)dze = P(z1) éppen a (1.2)-
beli Np(z1)(1 —m(z1))N =1 eloszlds a k = 1 mellett.
Ha N — oo akkor

P(z1,29) = O(21 — 22) Np(z1) Np(z) e Nm(z2), (1.32)

Hatvanynal gyorsabban lecsengd &seloszlas esetén a 9 = Nm(z) = e~ ¥ helyettesitéssel

éliink, ahonnan
P(y1,y2) = O(y1 — y2) exp (—y1 — yo — e7¥2), (1.33)
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1.6. Gyakorlé feladat. Szdmitsuk ki a P(y1,y2) alapjdin az yy ill. az yo eloszldsdt és
értelmezziik az eredményt.

Hasonl6 eljarassal adodik tetszéleges k-ra

k-1 k
Py1,...yx) = H O(yj —yj+1) -exp | — Zyj i (1.34)
1=1 1=1

1.7. Gyakorlé feladat. [rjuk fel a szimultdin eloszldsokat megadd egyesitett extremdlis

hatdreloszldas fiigguényt!

1.8. Invariancia — "max-stabilitas"

A k = 1 hatareloszlasok integralt eloszlasfiiggvénye minden pozitiv egész N mellett
kielégiti a

MM (ay + zby) = M(z) (1.35)
egyenletet megfelels ay, by valasztassal. Ez a max-stabilitas tulajdonsaga (,max” itt
az extremalis statisztikiara utal, nem a stabilitds maximalis). Forditva, ezen egyenlet

27

megoldasa épp az egyesitett hatareloszlas formula — ezt a 1.3 hazi feladatban tiiztiik ki.

1.9. Extrém statisztikus inferencia

Az el6z6ekben paraméterezett PDF-eket kaptunk. A Bayes-elv szerint, ha P(z;a) va-
lamely a paraméterrel jellemzett PDF, s rendelkezésiinkre all n fliggetleniil generalt z,
adat, akkor, egyenletes prior eloszlast feltételezve, a paraméterre sz616 hipotézis PDF-je

_ H?:l P(xn; a)
Tda T, Plania)’

P(alxy,...xy,) (1.36)

A hagyomanyos "maximum likelihood" moédszer ennek maximuméban keresi a para-
méterre sz6ld becslést. A Bayes-formula ezen tulmenden a teljes eloszlast, s ezzel a
becslés kozépértékét és varianciajat is megadja. Technikai nehézséget jelenthet azonban

a numerikus normaélés.
A kifejezés tobbdimenziés paramétertérre konnyen Kiterjeszthetd.

Ha az empirikus maximumok fiiggetlen, azonos Gseloszlasi valtozok extremumai, akkor
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a (1.28) képlettel felirt (1.36) megadja a paraméterek eloszlasat. N.B: A véges N "batch"

méretbdl szidrmazo hibardl az eljards nem ad szamot.

1.10. Feladatok

1.2. Hazi feladat. [rjuk fel az eddig tdirgyalt hatdreloszldsok integrdlt eloszldsfiggué-
nyeit (IPDF-eit). (i) Kezdjik a k = 1 egyesitett esettel, majd a szimultdin PDF-ekre
és a k-adik legnagyobb érték PDF-jére is oldjuk meg a feladatot. Ez utobbihoz alkal-
mazzunk parcidlis integrdldsokat. (ii) Az integrdlis eloszlasfiggvényre fel tudunk-e irni
invariancia feltételt k > 1 esetén? (25%)

1.3. Hazi feladat. Prébdljuk megoldani a (1.35) egyenletet! Ha ez nehéznek bizonyul,
vizsgdljuk azt a problémdt, amelyben N helyén folytonos vdltozé dll. (25%)

1.4. Hazi feladat. FEddig a fiiggetlen, azonos eloszldsi vdltozok extremdlisait vizsgdl-
tuk. Kiilonbozd dseloszldsokbol vdlogatott vdltozok maximumdt tekintve kaphatunk-e ha-
tdareloszldst? Javasoljunk ehhez elégséges feltételt! (25%)

Ne batortalandjunk el, ha csak részmegoldast ériink el, az is lehet értékelhetd.
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