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1. Extrém statisztikák azonos eloszlású független vál-tozókra1.1. A k-ik legnagyobb érték eloszlása

z z+dz

(k) (2) (1)...1. ábra. Az ®s-s¶r¶ség (parent PDF) �(z) és a függetlenül választott fzigNi=1 pontok. Ak-adik legnagyobb (itt k = 4) a z és z + dz közé esik.3Az ®seloszlás IPDF-je �(z), s legyenm(z) = 1� �(z) = Z 1z d�z �(�z): (1.1)Ha az ®seloszlás tartójának fels® határa z�, akkor nyilván m(z) ! 0 mid®n z % z�.Természetesen lehet z� =1.Annak a valószín¶sége, hogy az N változó közül a k-ik legnagyobb a (z; z + dz)intervallumba esikP (z; k;N) dz = N�(z)dz � �N � 1k � 1�m(z)k�1 � (1�m(z))N�k: (1.2)Ez az m(z) változóban ugyanaz, mint a N � 1 bináris adatból k � 1 darab 1-es eseténvisszakövetkeztetett p (az 1-es valószín¶sége) Bayes-féle PDF-je.1.1. Gyakorló feladat. Ellen®rizzük, hogy (1.2) valóban normált!A nagy N határesetet vizsgáljuk! Ekkor áttérve a# = Nm(z) (1.3)4



változóra, aP (#; k;N) = P (z; k;N) ���� dzd# ���� = �N � 1k � 1� � #N �k�1 �1� #N �N�k= #k�1(k � 1)!e�# +O(N�1): (1.4)Ez a Gamma-eloszlás egész k paraméterrel. Látható, #-ban már nemdegenerált (egynagyságrend¶ változóra egy nagyságrend¶ s¶r¶ség) eloszlást kaptunk. Ezért a karakte-risztikus z értékek mellett #(z) = O(1).NB: egyel®re a # változóban kaptuk meg a PDF-et, azonban az ®seloszlást, s ezért#(z) = Nm(z) konkrét alakját nem feltétlenül ismerjük, tehát további megfontolásokravan szükség. Továbbá a nagy N limeszt is ki szeretnénk használni, amel mellett keressükz jellegzetes értékeit.
51.2. Lineáris változósereVizsgáljuk a felülr®l nem korlátos változó esetét. Ilyenkor az empirikus maximumokdivergálnak, s a momentumaik is szingulárisak lehetnek. Az a élunk, hogy lineáristranszformáióval O(1) nagyságrend¶, nemdegenerált eloszlású véletlen változóhoz jus-sunk. Ez utóbbit y-nal jelöljük. Ilyen transzformáió empirikusan is elvégezhet®. Ha pl.az els® két kumuláns "nem látszik" divergálni, akkor skálázhatjuk az adatokat ilymódony = z��z�z .Keressük tehát azt a függvényt, amely az egységnyi nagyságrend¶ y és a divergensz között aszimptotikusan lineáris reláiót teremt. A PDF-et ismerjük # függvényében,meghatározandó tehát y = f(#), melyre teljesül, hogy y = f(#(z)) aszimptotikusanlineáris függvényt eredményez y és z között. Emlékeztetünk arra, hogy #(z) = Nm(z).Valamely �z körül fejtünk sorbay = f(#(z)) =f(#(�z)) + f 0(#(�z))#0(�z)(z � �z)+ 12(f 00(#(�z))#0(�z)2 + f 0(#(�z))#00(�z))(z � �z)2 + : : : : (1.5)Az els® tag egységnyi nagyságrend¶, azaz #(�z) = Nm(�z) = O(1). Ez némi önkényt6



megenged �z választásában, de mint kés®bb látjuk, a nagyságrendjét meghatározhatja.A lineáris tag is egységnyi rend¶, ezért a �z = z � �z szórás nagyságrendje�z � jf 0(#)#0j�1: (1.6)A másodrend¶ tagnak el kell t¶nnie, hogy y és z között lineáris reláió álljon fenn.Ezért divergáló z argumentumra (a vonást elhagyjuk)f 00(#)f 0(#) + #00#02 ! 0 ) f 00(#)#f 0(#) � �m00(z)m(z)m0(z)2 : (1.7)Például� Hatványnál gyorsabb lesengés: m(z) � A exp� zrr ; (r > 0); m0(z) ��zr�1m(z); m00(z) � z2(r�1)m(z); ahonnanm00(z)m(z)m0(z)2 ! 1: (1.8)� Ellenpélda: m(z) � A exp (�z + a sin z), ahol jaj � 1, hogy a PDF ne lehessennegatív. Most m00(z)m(z)m0(z)2 � 1 � a sin z(1�a os z)2 , azaz nem kapunk f(#)-ra z-függetlenegyenletet, ilyenkor nins szokásos extrém határeloszlás.7� Hatvány lesengés: m(z) � Az��; (� > 0); m0(z) � ��m(z)=z; m00(z) � �(� +1)m(z)=z2; ahonnan m00(z)m(z)m0(z)2 ! �+ 1� : (1.9)1.2. Gyakorló feladat. Vizsgáljuk az m00m=m02 limeszét az ®seloszlás más aszimp-totikái mellett. (i) m(z) � Azs exp� zrr , (ii) m(z) � A exp� lns(z), s > 1, (iii)m(z) � Az�� ln z. Az (i-ii) esetben az ®seloszlás minden hatványnál gyorsabban sengle, az (iii) esetben a � kitev®j¶ hatvány lesengést®l logaritmikusan tér el.1.3. Hatványnál gyorsabb lesengés: Fisher-Tippett-Gumbel(FTG)A hatványnál gyorsabban leseng® ®seloszlás esete. Egyel®re felülr®l nem korlátos vál-tozókat vizsgálunk (az ®seloszlás tartója a végtelenig terjed), kés®bb látni fogjuk, hogykorlátos változókra is érvényesek a megfontolások.8



A (1.7,1.8) formulák alapján a következ® di�ereniálegyenletet kapjukf 00(#)#=f 0(#) = �1: (1.10)Innen (ln f 0)0 = �1=# ) ln f 0 = � ln#=a )f 0 = a=# ) y = f(#) = a ln(#=b): (1.11)Az integráiós állandók változtatása y-ban lineáris transzformáiót okoz. Márpedig azegységnyi nagyságrend¶ (N -t®l nem függ®) együtthatókkal lineárisan egymásba vihet®eloszlásokat ekvivalensnek tekintjük, ezért a; b önkényesen választhatók.Kimutatható, hogy a (1.5) sorfejtés magasabb rendjei elt¶nésének feltétele a (1.8)-hozhasonló reláiók, az m(z) magasabb deriváltjaival. Csakhogy ha m(z) minden hatvány-nál gyorsabban seng le, akkor ilyenek a deriváltjai is, ezért e reláiók teljesülnek.Tekintsük a �a = b = 1 választást, ekkor # = e�y, és (1.4) alapjánPFTG(y; k) = #k�1(k � 1)!e�# ����d#dy ���� = 1(k � 1)! exp(�ky � e�y): (1.12)Ez a k-adik maximumra vonatkozó FTG határeloszlás.9Alternatív alak: b = k mellett kapjuk~PFTG(y; k) = 1(k � 1)! �k exp(�y � e�y)�k : (1.13)Könny¶ megjegyezni, ez a k = 1 s¶r¶ségfüggvény "k-adik hatványa", normálva � a�zikai irodalomban gyakorta ezt idézik.1.3. Gyakorló feladat. Mutassuk meg, hogy PFTG momentum generátor függvénye�(w) = 
eiwy� = �(k�iw)�(k) . (Útmutató: vezessük be az u = e�y új változót!)Innen a kumuláns generátor 	(w) = ln�(w) és a kumulánsokn = (�i)n	[n℄(0) = (�1)n [n�1℄(k); (1.14)ahol  (x) = �0(x)=�(x) (1.15)a digamma vagy pszi, a  [n℄(x) pedig az n-edik poligamma függvény.A szórással skálázott FTG függvény: azx = y � 1p2 (1.16)10



változóban a PDF várható értéke zérus és varianiája egységnyi. Pl. a k = 1 esetben1 = �	(1) =  = 0:5772156649 � � � = limn!1( nX̀=1 1=`� lnn) (1.17)(az Euler-Masheroni állandó) és2 = 	0(1) = �(2) = 1X̀=1 1=`2 = �2=6 = a2: (1.18)Ezért az hxi = 0; 
x2� = 1 (1.19)módon (varianiával) skálázott k = 1 FTG függvényP (x; 1) = a exp(� � ax� e��ax): (1.20)1.1. Házi feladat. Mutassuk meg, hogy nagy k mellett a skálázott FTG a normál el-oszláshoz tart! Ajánlott módszerek (i) a pszi függvény tulajdonságai alapján vizsgáljuka (1.14) kumulánsokat, vagy (ii) a (1.12) exponensét fejtsük ki a nyeregpontjának kör-nyezetében. (15%)Az extremális z változó átlaga N -nel divergál, s a szórása is mutathat szingularitást.11
Meghatározzuk a szingularitás N -függését az m(z) / exp(�zr=r) esetben. Az átlagra segyben z tipikus értékeire fennáll#(�z) = Nm(�z) = O(1) / N exp(��zr=r) ) �z / rplnN: (1.21)A �z szórásra (1.6) alapján kapjuk�z / jf 0(#)#0j�1 � � 1#zr�1#��1 / (lnN)(1�r)=r : (1.22)Mivel �z=�z / (lnN)�1, az empirikus z eloszlása a �z skáláján a Dira-deltához tart.Gyakorlati eredmény: Ha az empirikus k-adik maximum átlaga és varianiája adott Nmellett �z = hziN és �z =qhz2iN � hzi2N akkor azx = z � �z�z (1.23)eloszlása a k-adik, varianiával skálázott FTG függvényhez tart nagy N mellett.
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x2. ábra. Az FTG függvény a k = 1 : : : 10 esetekben és a Gauss-függvény (1 = 0; 2 = 1).Növekv® k mellett a sús jobbra mozdul, s a görbék a gaussihoz tartanak.13
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3. ábra. A 2. ábra szemilog skálán.14



1.4. Hatvány lesengés a végtelenben: Fisher-Tippett-Fréhet(FTF)Az integrált ®seloszlás nagy z-re sengjen le hatványfüggvényként, azazm(z) = Az�� =#(z)=N , ahol � > 0. A (1.7,1.9) alapján az f transzformáiós függvényt meghatározódi�ereniálegyenletf 00(#)#=f 0(#) = �(�+ 1)=� ) y = f(#) = a+ (#=b)�1=�: (1.24)Ha a = 0; b = 1, akkor y = #�1=� = z(NA)�1=�, ahonnanPFTF(y; k) = #k�1(k � 1)!e�# ����d#dy ���� = �(k � 1)!y�k��1 exp(�y��): (1.25)1.4. Gyakorló feladat. Mutassuk meg, hogy a momentumok mn = hxni = �(k �n� )=�(k), ha k� > n. A formula negatív n-re is érvényes.A z empirikus változó n-edik nem divergáló momentumának nagyságrendje Nn=�.Egységes alak: pl. az m�1 = h1=yi paraméterrel skálázzuk, x = m�1y) h1=xi = 1:Ha k !1, akkor a szórás szerint skálázva, ld. (1.16), a sztenderd Gausst kapjuk.A �!1 limeszben (1.25)-b®l az y = 1 + x=� helyettesítéssel kapjuk az FTG-t.15
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x4. ábra. Az FTF s¶r¶ség a � = 1; k = 1 : : : 20 és h1=xi = 1 mellett. A nagy k határeseta Dira delta, amelyet a szórás szerint átskálázva, azaz 
x2� � hxi2 = 1 beállításávalGauss eloszlást kapunk. 16



–8

–6

–4

–2

0

2

y

x

5. ábra. A 4. ábra szemilog skálán.17
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x6. ábra. Az FTF s¶r¶ség a k = 1, � = 1=3; 2=3; 1; : : : 10 és h1=xi = 1 mellett. Növekv®�-vel a Dira deltához tart, amelyb®l a szórás szerint skálázva az FTG eloszlás adódik.18
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7. ábra. A 6. ábra szemilog skálán.191.5. Hatvány lesengés véges fels® határon: WeibullAz ®seloszlás legyen aszimptotikusan m(z) = A(z� � z)� = #(z)=N . A korábbihozhasonló gondolatmenettel az y = #1=� = (z� � z)(NA)1=� (1.26)változó reiprokában az FTF eloszlást kapjuk. AzazPW(y; k) = #k�1(k � 1)!e�# ����d#dy ���� = �(k � 1)!yk��1 exp(�y�): (1.27)A momentumok mn = �(k + n� )=�(k). Egységes formulát pl. az átlag beállításávalkaphatunk, x = y=m1 ) hxi = 1.Ha az eloszlást olymódon skálázzuk, hogy az átlag zérus és a szórás egy legyen, akkork !1 esetén a sztenderd Gausst kapjuk.A � !1 mellett (1.27)-be az y = 1� x=�-t helyettesítve az FTG adódik, ez a végesfels® határnál minden hatványnál gyorsabban leseng® ®seloszlás esete.N.B: Az abszisszát tükröztük, (1.27)-ben kis y felel meg a z� fels® határhoz köze-lebbi változóknak. Szokás az eredeti irányt visszaállítva a Weibull eloszlást �y ! yhelyettesítéssel felírni, azaz y-t a negatív félegyenesen értelmezni.20
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x8. ábra. A Weibull s¶r¶ség az hxi = 1, � = 1; k = 1 : : : 20 mellett. A nagy k határeseta Dira delta, a szórás szerint skálázva gaussi. Kis y felel meg nagy z-knek.21
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x10. ábra. A Weibull s¶r¶ség az hxi = 1, k = 1 és � = 0:25; 0:75; 1:25; : : : 10:25 mellett.Növekv® �-vel a Dira deltához közelít, amelyet a szórás szerint skálázva az FTG-tkapjuk. 23
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1.6. Egyesített extrém határeloszlás függvény
P (x; k) = 1b(k � 1)! �1 +  x� ab ��k=�1 exp"��1 +  x� ab ��1=# (1.28)a (x � a) > �b tartományban, b > 0. (Itt  paraméter, nem az E-M állandó!) Azeddig bemutatott eseteket visszakapjuk = 1=� > 0 � FTF, ! 0 � FTG, = �1=� < 0 � Weibull. (1.29)A paraméterek a � eltolás,b � skála, � alak. (1.30)Olyan illesztéseknél érdemes használni (1.28)-t, ahol nem tudjuk biztosan a határ-eloszlás típusát, supán azt sejtjük, azonos eloszlású, független eseményekr®l van szó.251.7. Extrém értékek szimultán eloszlásaMilyen szimultán eloszlásnak tesz eleget a k legnagyobb változó? A változók sorrendjétrögzítjük � "order statistis".A k = 2 példáját vizsgáljuk el®ször, rögzített sorrend mellett (z1 > z2):P (z1; z2) = �(z1 � z2)N(N � 1)�(z1)�(z2)(1�m(z2))N�2: (1.31)1.5. Gyakorló feladat. Mutassuk meg, hogy az R P (z1; z2)dz2 = P (z1) éppen a (1.2)-beli N�(z1)(1 �m(z1))N�1 eloszlás a k = 1 mellett.Ha N !1 akkor P (z1; z2) = �(z1 � z2)N�(z1)N�(z2) e�Nm(z2): (1.32)Hatványnál gyorsabban leseng® ®seloszlás esetén a # = Nm(z) = e�y helyettesítésselélünk, ahonnan P (y1; y2) = �(y1 � y2) exp ��y1 � y2 � e�y2� ; (1.33)
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1.6. Gyakorló feladat. Számítsuk ki a P (y1; y2) alapján az y1 ill. az y2 eloszlását ésértelmezzük az eredményt.Hasonló eljárással adódik tetsz®leges k-raP (y1; : : : yk) = k�1Yj=1�(yj � yj+1) � exp0�� kXj=1 yj � e�yk1A ; (1.34)1.7. Gyakorló feladat. Írjuk fel a szimultán eloszlásokat megadó egyesített extremálishatáreloszlás függvényt!1.8. Invariania � "max-stabilitás"A k = 1 határeloszlások integrált eloszlásfüggvénye minden pozitív egész N mellettkielégíti a MN (aN + xbN ) =M(x) (1.35)egyenletet megfelel® aN ; bN választással. Ez a max-stabilitás tulajdonsága (�max� ittaz extremális statisztikára utal, nem a stabilitás maximális). Fordítva, ezen egyenlet27megoldása épp az egyesített határeloszlás formula � ezt a 1.3 házi feladatban t¶ztük ki.1.9. Extrém statisztikus infereniaAz el®z®ekben paraméterezett PDF-eket kaptunk. A Bayes-elv szerint, ha P (x; a) va-lamely a paraméterrel jellemzett PDF, s rendelkezésünkre áll n függetlenül generált xnadat, akkor, egyenletes prior eloszlást feltételezve, a paraméterre szóló hipotézis PDF-jeP (ajx1; : : : xn) = Qnj=1 P (xn; a)R daQnj=1 P (xn; a) : (1.36)A hagyományos "maximum likelihood" módszer ennek maximumában keresi a para-méterre szóló beslést. A Bayes-formula ezen túlmen®en a teljes eloszlást, s ezzel abeslés középértékét és varianiáját is megadja. Tehnikai nehézséget jelenthet azonbana numerikus normálás.A kifejezés többdimenziós paramétertérre könnyen kiterjeszthet®.Ha az empirikus maximumok független, azonos ®seloszlású változók extremumai, akkor28



a (1.28) képlettel felírt (1.36) megadja a paraméterek eloszlását. N.B: A végesN "bath"méretb®l származó hibáról az eljárás nem ad számot.1.10. Feladatok1.2. Házi feladat. Írjuk fel az eddig tárgyalt határeloszlások integrált eloszlásfüggvé-nyeit (IPDF-eit). (i) Kezdjük a k = 1 egyesített esettel, majd a szimultán PDF-ekreés a k-adik legnagyobb érték PDF-jére is oldjuk meg a feladatot. Ez utóbbihoz alkal-mazzunk pariális integrálásokat. (ii) Az integrális eloszlásfüggvényre fel tudunk-e írniinvariania feltételt k > 1 esetén? (25%)1.3. Házi feladat. Próbáljuk megoldani a (1.35) egyenletet! Ha ez nehéznek bizonyul,vizsgáljuk azt a problémát, amelyben N helyén folytonos változó áll. (25%)1.4. Házi feladat. Eddig a független, azonos eloszlású változók extremálisait vizsgál-tuk. Különböz® ®seloszlásokból válogatott változók maximumát tekintve kaphatunk-e ha-táreloszlást? Javasoljunk ehhez elégséges feltételt! (25%)Ne bátortalandjunk el, ha sak részmegoldást érünk el, az is lehet értékelhet®.29


