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i
e 1. Comportement asymptotique d'une fon
tionL'exposant � 
ara
térisant le 
omportement asymptotique d'une fon
tion f(x) pour x ! 0+ estdé�ni par : � = limx!0+ log jf(x)jlog x (1)(i) Trouver � pour les 
as suivants (x > 0) :f1(x) = Ax�(a+ bx�) �; a; b > 0 (2)f2(x) = Bj log(x)j
xÆ(
+ dx�) 
; �; 
; d > 0 (3)f3(x) = C exp(�Dx��) D; � > 0 (4)(ii) Si � = 0, l'exposant auxiliaire �s est dé�ni 
omme suit : soit f(x) telle que f(x = 0+) =
onstante, et f 0, f 00; : : : les dérivées su

essives de f . Soit k l'ordre de la première dérivée quidiverge lorsque x! 0+, 
.a.d. f (m)(x! 0+)(<1 m<k;!1 m=k: (5)Alors �s � k + limx!0+ log jf (k)(x)jlog x (6)Trouver �s pour les 
as 
i-dessus où � = 0.Exer
i
e 2. Relation de �u
tuation-dissipationL'Hamiltonien du modèle d'Ising en dimension d quel
onque peut s'é
rire :H = H0 � hXj Sj (7)où h est le 
hamp extérieur, Sj(= �1) le spin au site j, et H0 l'Hamiltonien en 
hamp nul :H0 = �J X<i;j>SiSj (8)la somme portant sur les plus pro
hes voisins. La fon
tion de partition 
anonique Z est dé�nie par :Z = Tr exp(��H) (9)Soit m l'aimantation moyenne m = 1N PjhSji = hSji. Montrer que la sus
eptibilité isotherme vaut :�T � ��m�h �T ����h=0 = �Xk �hSjSki � hSji2� (10)



où j est un site quel
onque, mais �xé. Cette équation reliant la sus
eptibilité à la 
orrélation estappelée relation de �u
tuation-dissipation. Elle est importante à la fois d'un point de vue théorique,
ar elle permet de généraliser la notion de température à 
ertains systèmes hors d'équilibre, et d'unpoint de vue expérimental 
ar elle 
onduit notamment à des mesures pré
ises de températures trèsbasses.Exer
i
e 3. Modèle d'Ising sur un réseau en arbreOn 
onsidère un modèle d'Ising d'hamiltonien :H = �J X<i;j> sisj J > 0 (11)(la somme porte sur les plus pro
hes voisins) sur un réseau parti
ulier, appelé un arbre de Cayley.L'arbre de Cayley est dé�ni de la manière suivante : partant d'un site 
entral �0�, m bran
hes sedirigent vers les sites �1�, �2�, ..., �m�.De 
ha
un de 
es nouveaux sites émergent à nouveau m nouvelles bran
hes. Par 
onstru
tion, il n'ya pas de bou
le fermée. Le pro
essus est itéré à l'in�ni. La �gure 
i-dessous illustre le 
as m=3 :
0
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Cal
uler dans 
e modèle :(i) la fon
tion de partition 
anonique Z.(ii) la densité d'énergie libre par site f .(iii) la 
haleur spé
i�que par site 
 = �T�2f=�T 2.


