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Kivonat

Összefoglaljuk a véletlen felületek néhány alapfogalmát, majd egy igen egyszerű gaussi modell elemi tulajdonságait mutatjuk be.  Ismertetjük a másodrendű fázisátalakulások kritikus pontjában a rendparaméter eloszlásának véges-méret skálázását, kitérünk a skálafüggvények határfeltételtől való függésére vonatkozó legújabb eredményekre, s hangsúlyozzuk a kritikus rendszereknek a véletlen felületekkel való kapcsolatát.  Ezután analitikus eredményeket prezentálunk globális térjellemzők eloszlásának skálafüggvényeiről, amelyek a határfeltételtől való függést explicit módon demonstrálják.

1. Fraktális felületek – bevezető

Véletlen folyamatok révén keletkezett felületek jellegzetessége, hogy gyakran nem simák, azaz az atomi skálánál jóval nagyobb méretekben is egyenetlen, töredezett képet nyújthatnak. Ilyen felületek a természetben és laboratóriumokban nagy számban és változatos alakokban fordulnak elő.  Példaként említjük a pára lecsapódása, korrózió,  elektrokémiai lerakódás és molekulasugár (Molekular Beam Epitaxy) révén keletkezett felületeket.  Ismeretesek az erózió illetve anyagtörés által létrehozott különös formák, folyadék határrétegek is mutathatnak hasonló szerkezetet.  A biológia területén is találkozunk ilyen típusú alakzatokkal, például baktériumtenyészet határvonala tartozik e kategóriába. A témakör felé a statisztikus fizikusok érdeklődése a nyolcvanas években fordult, az 1993-ig történt előrehaladásról szép összefoglalót olvashatunk Meakintől [1], s az 1995-ös helyezetről, nagyob elméleti hangsúllyal Halpin-Healy és Zhang számolt be [2]. 

A fenti felületeket hagyományos módon, explicit függvénnyel általában nem érdemes leírni, mert a felületképző mechanizmusban számottevő a véletlen elem.  A felületképződés ismétlése során — értelmes közelítésen belül — ugyanazon függvénnyel adott felület csak igen kis valószínűséggel jön újból létre.  Ehelyett a felületeket véletlen mennyiségeknek tekintjük, melyeket valószínűségeloszlásuk jellemez.  Mivel függvények eloszlásáról van szó, azért itt valószínűségsűrűség funkcionálokat használunk.  Mindazonáltal gyakran e valószínűségeloszlást nem ismerjük kielégítően.  Ha azt mégis ismerjük, szabatosabban fogalmazva olyan modell áll rendelkezésünkre, amely az adott jelenséget jó közelítéssel leírja, akkor abból mérhető mennyiségeket szükséges számítanunk, ami technikailag számos nehézséget vethet fel.  

A h(x) véletlen, azaz sztochasztikus mezőt kétfajta dimenzióval célszerű jellemezni, éspedig d az x-szel koordinátázott alap, azaz a “szubsztrátum” dimenziója, továbbá n a h komponenseinek száma.  Elterjedt jelöléssel a teljes dimenzionalitás d+n, ez az öszeg a beágyazó tér dimenzióinak száma.  Szokásos felület dimenzionalitása 2+1, azaz kétdimenziós szubsztrátumtól mérjük az egydimenziós h magasságot.  A dimenziók szerinti osztályozás természetesen nem sztochasztikus, sima felületekre is vonatkozik, ilyenkor a felület dimenziója d, kodimenziója n.  Kitüntetett szerepe van az 1+n-dimenziós sztochasztikus mezőknek, ezek az n dimenziós térbeli bolyongásnak felelnek meg, ahol a d=1-dimenziós.idő paraméterezi a pályát.  Például polimerek tekeredését bolyongásnak tekintve az 1+3, míg a klasszikus Brown-mozgás egy térdimenzióban, azaz a Wiener-folyamat, 1+1-dimenziós.

A szóbanforgó felületek jellemzője az önhasonlóság, azaz skálaviselkedés több hossz-nagyságrenden keresztül.  Idealizált esetben, amikor a skálaviselkedés tetszőlegesen finom felbontás mellett is fennáll, fraktálról beszélünk.  Felidézünk [1] alapján néhány skálatulajdonságot.  Bemutatásukra jól használható az alábbi korrelációs függvény
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Itt | | az eukleidészi távolság az n-dimenziós térben, továbbá a 
[image: image2.wmf]felülvonás a d-dimenziós térátlagot jelöli természetesen csak azokra az x-ekre, melyekre x+r is felületi koordináta.  Mivel a sztochasztikus mező térátlaga maga is véletlen változó, ezért végezzük el a < > sztochasztikus átlagot, azaz a h(x) valószínűségsűrűség funkcionáljára vett átlagolást is.  A sztochasztikus, azaz sokaságátlagot felfoghatjuk olymódon, hogy a felület több példányára, avagy egy felület kisebb részeire kiszámítjuk a < > belsejében levő mennyiséget, s vesszük ezek átlagát.  Izotróp esetben a korreláció csak r=|r|‑től függ.  Skálaviselkedésről akkor beszélünk, ha fennáll a
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hatványfüggés.  A fenti képlet szerint, d+1 dimenzióba ágyazott felületre, q=1-re pozitív exponens esetén az egymástól r távolságra levő pontok átlagos magasságkülönbsége növekszik a távolsággal.  Azaz a magasság egy referencia ponttól számítva annál erősebben ingadozik, minél messzebb jutunk a nevezett ponttól.  Ha az exponens χq független q-tól, akkor önaffin felületről beszélünk.  A χ neve Hurst-, vándorlási (wandering), vagy durvasági (roughness) kitevő.  Az 1+1-dimenziós Wiener-folyamat is önaffin.  Ekkor r időkülönbség, C2 a diffúziós út, s ez, mint ismeretes, √r-rel arányos.tehát χ2=½.  Más q mellett a (2)-beli arányosság tényezője más lesz, de az exponensre egyöntetűen χ=½ adódik.  A χ a felület D fraktál dimenziójával kapcsolatos.  Emezt lazán szólva az határozza meg, hogy ha a felületet l→0 élhosszú kockákkal kívánjuk lefedni, akkor az ehhez szükséges kockák száma l –D-nel arányosan divergál.  Levezetés nélkül közöljük, hogy önaffin d+1-dimenziós felület fraktál dimenziója pozitív Hurst-kitevő esetén D=d+1–χ.  Innen leolvasható, hogy a Wiener-folyamat pályái az idő függvényében 1,5 fraktál dimenziójú görbék.  Sima felület fraktál dimenziója D=d, ekkor nyilván χ =1.  Minél kisebb χ, annál térkitöltőbb, durvább a felület, s a maximális dimenziót χ→0 jellemzi.

A felületek keletkezése során a skálatulajdonságok időben változhatnak.  Egyszerű esetben időbeli tranzienst követően a felület stacionáriussá válik.  Ekkor nem a felület merevedik meg, hanem a valószínűségűrűség funkcionálja, így minden statisztikus tulajdonsága válik időtől függetlenné.  Időben állandó lerakódási ráta mellett a felület átlagmagassága egyenletes mozgásban marad, ekkor a stacionaritást természetesen az átlag körüli fluktuációkra értjük.

A korrelációs függvény mellett karakterisztikus hosszokat is bevezethetünk. A d+1 dimenzióba ágyazott felületekre szorítkozva, 
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a felület vastagságát, durvaságát mérik.  Ezek a mennyiségek függnek a d dimenziós szubsztrátum L átmérőjétől, valamint a felületkeletkezés megindulása óta eltelt t időtől.  A tipikus esetben kis t időkre a vastagság növekszik addig, amíg elér egy, az L-től függő karakterisztikus értéket.  Family és Vicsek [3] állították fel állandó lerakódási ráta esetére a
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(4)
skálahipoztézist.  A q indexet elhagytuk, önaffin felület esetén azt várjuk, hogy az exponensek attól nem függnek.  Az f(u)-t skálafüggvénynek nevezzük.  Amennyiben
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(5)
ahol β= χ/z, akkor kis időkre a ξ növekedése t-ben hatványfüggvény az L-től függetlenül, s nagy időkre pedig az Lχ -nel arányos stacionárius értékre áll be.  A tranziens karakterisztikus ideje nyilván Lz-nel arányos, ahol z az un. dinamikai exponens.  Itt illő kiemelni, hogy a divergáló karakterisztikus időt és hosszt összekapcsoló dinamikai exponensnek a statisztikus és szilárdtestfizikába való bevezetésében jelen kiadvány ünnepeltje, Szépfalusy Péter úttörő szerepet játszott [4].  A (4) skálareláció igen jól teljesül 1+1-dimenziós rendszerekben, egyébként korrekciókat igényel, a stacionárius limeszben mindazonáltal az Lχ szerinti skálázás általánosabb érvényességű [1].
A skálaviselkedést mutató különböző felületnövekedési folyamatokat univerzalitási osztályokba sorolhatjuk az exponensek szerint.  A témakör rendkívül szerteágazó,, csupán két klasszikus modellt említünk.  Lineáris felületnövekedést ír le az Edwards—Wilkinson-egyenlet [5], ebben (4) egzaktul teljesül általános d dimenzióban.  E modell nemlineáris, realisztikusabb kiterjesztésének tekinthető a Kardar—Parisi—Zhang-rendszer [6].  Ezek 1+1-dimenziós stacionárius viselkedése azonos osztályba tartozik a Wiener folyamattal, χ=½, dinamikailag azonban eltérnek egymástól, s egynél magasabb dimenziókban pedig stacionárius szempontból is különböző osztályokba tartoznak.  Különleges szerepet visz a felső kritikus dimenzió, ahol is χ zérussá válik, ekkor a vastagság általában L-ben logaritmikusan divergál, afölötti dimenziókban pedig a felület lényegében kisimul.

2. Gauss eloszlású stacionárius felületek

Az egyik legegyszerűbb egyensúlyi valószínűségsűrűség funkcionál 
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az Edwards–Wilkinson-modell stacionárius eloszlása d+1 dimenzióban [2], ahol célszerűen bevezettük az S hatást.  A V-vel a szubsztrátum d-dimenziós, összefüggő térfogatát jelöltük, ez a szokásos 2+1-dimenziós esetben terület.  Az 1+1-dimenziós eset nyilván a Wiener-folyamat, itt V időintervallum.  Az a paraméter a felületi feszültség és a felületképző folyamatban fellépő zaj erősségének hányadosaként fogható fel.  Minél nagyobb a, annál vékonyabb a felület.

A sűrűség invariáns a h térbeli eltolással szemben, az egymásból eltolással kapott felületeket fizikailag ezért azonosnak tekintjük.  A (6) formulát felfoghatjuk a legegyszerűbb, transzlációinvarianciát mutató gaussi sűrűségfunkcionálként.

A normálást formálisan az
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alakban írhatjuk.  Meg kell azonban mondanunk, milyen határfeltétel mellett értjük a funkcionálintegrált.  Ha például az elméleti tárgyalás megkönnyítése végett periodikus határfeltételt kívánunk szabni, azaz V tórusz, akkor célszerű a transzlációinvarianciát olymódon kiküszöbölni, hogy h(x) térátlagát rögzítjük.  Rögzített, esetleg konstans peremértéket is kiróhatunk a V szubsztrátum A határán.  Ekkor (7)-be beleértjük, hogy h(x) adott a határon, ez is megszünteti a transzlációinvarianciát.  Szabad határfeltételt is megengedhetünk, a h tengely origóját ekkor pl. a teljes V szubsztrátumon vagy annak A határán felvett értékek átlagának rögzítésével állíthatjuk be.  Hangsúlyozzuk, hogy a fenti normálásnak, s általában a h(x) mezőre vett funkcionálintegráloknak konkrét értelmet csak határfeltétel kikötésével adhatunk. 

Naív dimenzióanalízis alapján az S hatás arányos h2Ld–2-vel, ahol L a szubsztrátum jellegzetes átmérője.  A valószínűséget, s ezért a hatást egységnyi nagyságrendűnek tartva a Hurst-kitevő megkapható,
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(8)
A felső kritikus dimenzió láthatóan 2.  Afölött a felület vastagságát aszimptotikusan nem az átmérő, hanem a rendszer mikroszkopikus karakterisztikus hossza, pl. rácsállandó, határozza meg, ilyenkor (8) az L-től függő szubdomináns tagot jellemző exponens. 

A valószínűség a maximumát a (6b) hatást minimalizáló hc(x) mellett éri el, ezt a klasszikus megoldásnak nevezhetjük a mechanikai analógia alapján.  A V térfogat A határán rögzített peremfeltétel mellett variálva könnyen látható, hogy hc(x) eleget tesz a Laplace-egyenletnek V-ben,
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Megfelelően adott határfeltétel mellett ez egyértelműen megoldható.  Felhívjuk a figyelmet arra, hogy a (6) eloszlást célszerű diszkretizált x téren értelmezni, azaz a V szubsztrátumot N pontból álló rácsnak tekinteni.  Kimutatható, hogy a diszkretizált eloszlásból generált felületek, ha az x teret újból folytonossá tesszük az N→∞ határátmenettel, általában nem differenciálhatóak lesznek.  Ilyenek leírása is volt a célunk, a fraktálok valóban nem differenciálhatóak.  Ennek nem mond ellent az, hogy a hc(x) legvalószínűbbb felület (8) szerint síma, ugyanis annak relatív súlya elhanyagolható, az akörüli, véges valószínűséggel megjelenő felületcsalád tagjai pedig már fraktálok.  Az x tér diszkretizációja a (7) pályaintegrálnak is konkrét értelmet ad, ezt visszavezeti többszörös integrállá, a mérhető fizikai mennyiségeket természetesen az N→∞ limeszben kíséreljük meg számítani.  A pályaintegrálok diszkretizáció révén való értelmezéséről és számításáról a d=1 esetre Stratonovich írt bevilágító összefoglalót [7].

Noha a növekedési folyamatok átlagos jellemzőiről sok eredmény született [1-2], azok valószínűségi eloszlásai kevéssé ismertek.  Valóban, különböző térátlagok, mint pl. a (3) egyenletbeli q-adik momentumok a sztochasztikus átlagolás < > jele alatt, önmagukban véletlen változók, amelyek valószínűségsűrűségei értékes információt hordoznak.  Tekintettel arra, hogy az átlagok univerzális skálaviselkedést mutatnak a szubsztrátum L átmérője függvényében, valószínűségsűrűségeiktől azt várjuk, hogy skálafüggvények formáját öltsék.  Sok esetben ma is nyitott kérdés e skálafüggvények alakja és az, mennyiben univerzálisak.  Meakin [1] észrevétele, miszerint „A magasságfluktuációk eloszlása felületnövekedési modellekben és kísérletekben több figyelmet érdemel.” nem talált kellő visszhangra.

3. Skálafüggvények kritikus pontokban 

A fázisátalakulások elméletében régtől ismert, hogy véges méretű minta esetén a kritikus pontban a rendparaméter valószínűségsűrűsége nemtriviális módon kiszélesedik.  Tekintsük a példa kedvéért az Ising-ferromágnest külső mágneses tér távollétében.  Az fajlagos mágnesezettség a spinek térátlaga m=N –1∑Ni=1 si, ami a termodinamikai határesetben, N→∞, éles értéket vesz fel.  Éspedig T≥Tc mellett zérus, T<Tc esetén pedig egyenlő valószínűséggel lehet egy pozitív érték vagy annak mínusz egyszerese, ahol Tc a kritikus hőmérséklet.  A valószínűségsűrűség függvény tehát Dirac-delta T≥Tc mellett, P(m)=δ(m), a Tc alatt pedig két Dirac-deltából áll.  A Tc‑től távol a véges méret a delta csúcsok közel gaussi kiszélesedését okozza a centrális határeloszlás tétel alapján.  A Tc‑ben azonban a spinek közötti korreláció miatt nem alkalmazható a centrális határeloszlás tétel, s a csúcs kiszélesedését
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(10)
írja le, ahol L a minta karakterisztikus hossza és arányos N 1/d-nel.  Itt β a rendparaméter és ν a korrelációs hossz kritikus exponense, hányadosuk pedig a (10) véges méret skálázás kitevője.  Az F(u) a rendparaméter sűrűség skálafüggvénye.  Más, folytonos fázisátalakulást mutató rendszerekben hasonló skálalakot találtak.  Amennyiben β és ν univerzálisak, annyiban univerzális a (10)-beli kitevő.  Természetesen merül fel a kérdés, mit mondhatunk a skálafüggvény alakjáról egyes rendszerekben, s az milyen mértékben univerzális. 

Különös módon az univerzalitás kérdését csupán a közelmúltban vették alaposan górcső alá.  Naívan azt gondolhatnánk, hogy egy univerzalitási osztályon belül, amelyhez adott β és a ν kitevők tartoznak, egyben a skálafüggvény is meghatározott.  Mint kiderül, ez nem igaz, ugyanazon kitevők mellett különböző skálafüggvények jelenhetnek meg a határfeltételektől függően.  Néhány jellegzetes munkából idézünk az alábbiakban.

Botet és Płoszajczak [8] a d=2, q=3 Potts-modell kritikus pontjában szimulációval skálalakot találtak már 64×64‑es és annál kisebb rácsokon, s a skálafüggvény nagy argumentumok melletti menetét a kritikus exponensekkel kifejezték.  A skálafüggvények változatosságáról egyfajta rendszeren belül, azaz adott mikroszkopikus kölcsönhatás mellett, nem tesznek észrevételt.  

Már ezt megelőzően Okabe és társai [9] a d=2 Ising modellt szimulálták téglalap alakú rácson, a kritikus pontban, un. elcsúsztatott periodikus határfeltételek s különböző méretarányok mellett. Noha ugyanazon β=¼ és ν=1 kritikus exponensek jellemzik e rendszereket, a numerikusan kapott skálafüggvények különbözőnek adódtak.  Kaneda és Okabe [10] szimulációjuk során ugyanezen modellt szabad, hengeres, toroidális határfeltételekkel, továbbá abból Möbius-szalagot és Klein-kancsót formálva vizsgálták.  A kritikus exponensek változatlanok mindezen rendszerekre, azonban nagy különbség mutatkozott a skálafüggvények között.  

Termodinamikai értelemben nem fázisátalakulás az Anderson-féle fém-szigetelő átmenet, mindazonáltal a vezetőképesség rendparaméterhez hasonlóan skálázódik.  A háromdimenziós Anderson-modell küszöbpontjában Braun és társai [11] szimuláció során a vezetőképesség valószínűségsűrűségére különböző skálafüggvényeket kaptak a vezetésre transzverz irányban periodikus illetve merev fal határfeltételek mellett. A fémes tartományban ismeretes az un. gyenge lokalizáció, azaz a vezetőképesség kvantum interferencia miatti csökkenése.  A területen egyelőre ritkaságszámba menő analitikus számítással sikerült a szerzőknek kimutatni azt, hogy a csökkenés mértéke is függ a határfeltételtől.

Igen alaposan vizsgálták a d=2-dimenziós XY-modellt a Kosterlitz–Thouless-átlakulás küszöbhőmérséklete alatt.  E tartományban a rendszer viselkedése több szempontból kritkusnak tekinthető, s (10) most nem részletezett módosításával méretfüggetlen függvény vezethető be, amit véges külső mágneses térre is ki lehet terjeszteni.  Szimulációval és számításokkal Portelli és társai [12] különböző külső terekre a skálafüggvényeket meghatározták periodikus határfeltétel mellett.  Interpretációjuk szerint ilymódon az univerzális skálafüggvények sorozatát kapták, mindazonáltal a fent idézett [8-10] munkák alapján természetesen merül fel a gyanú, hogy e függvények alakját a határfeltételek is befolyásolják.  Megjegyezzük, hogy az XY-modell alacsony hőmérsékleten és zérus térben a (6) valószínűségi súllyal adott felületekkel analóg, ahol a spinek polárszöge felel meg h-nak és az a arányos a Boltzmann-faktorral.  

4. Skálafüggvények a Wiener folyamatban különböző határfeltételek mellett

A felületek (6)-tal adott modelljét, tömegtelen, azaz kritikus, gaussi térelméletnek tekinthetjük, ahol a magasság h(x) a rendparaméter mező.  Számítások elvégzése nélkül is előreláthatjuk, hogy a rendparaméter térátlaga Gauss eloszlást követ, azonban az általános térbeli momentumok
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(11)

valószínűségsűrűségei q≠1-re nemtriviális függvények.  Az előző fejezetben említett, a rendparaméter térátlagának sűrűségét meghatározó skálafüggvény tehát gaussi, itt az a kérdés vethető fel, annak varianciája mennyiben univerzális, függ-e a határfeltételtől.  A magasabb momentumokat nemtriviális skálafüggvények írják le, azokról keveset tudunk

Az alábbiakban a d=1 Wiener-folyamatra foglaljuk össze ismereteinket a skálafüggvényekről.  A szokásos időváltozó most x, az elmozdulás h, a folyamat a 0≤x≤L intervallumon értelmezett, ez felel meg V‑nek.  A (6b) hatást most az 
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alakban vesszük fel, ahol σ  a Wiener-folyamatot generáló fehér zaj intenzitása.  A vizsgált térátlagok
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ahol a c2 második kumuláns a (3) egyenletben a < > belsejében q=2‑vel definiált vastagság négyzete.  Még egy térátlagot tekintünk, éspedig, ha egy adott h(x) pálya maximuma a [0,L] intervallumon hmax, akkor az attól mért mélység négyzetes térátlaga 
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(13d)

is a felület vastagságát jellemző, véletlen mennyiség.  Az m1 átlagmagasság eloszlása gaussi lévén, megadható M1 középértékével és Δm1 szórásával.  Az m2, c2 és μ2 nemnegatív változók, ezért momentum-generátor függvényeiket valószínűségsűrűségük Laplace-transzformáltjaként célszerű bevezetni.  Ha az a mennyiség sűrűsége Pa(x), akkor generátora 
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(14)

A témakörben az egyik első eredményt Foltin és társai [13] vezették le 1994-ben, a c2, jelölésükkel w2 valószínűségsűrűségének generátorát számították ki periodikus határfeltétel mellett.  A közelmúltban határozták meg Raychaudhuri és társai [14] a μ2 átlagos négyzetes mélység generátorát ugyanilyen határfeltétellel.  Ezeket táblázatokon mutatjuk be, jelen cikk szerzőjének kiegészítéseivel.  A levezetések közlése kereteinket meghaladnák.

A periodikus határfeltétel mellett tekintünk rögzített és szabad határfeltételt.  Rögzített határ estén a két végpont, h0=h(0) és hL=h(L) adott.  A transzlációinvariancia miatt a h tengely origóját más esetben is rögzíteni szükséges.  Periodikus határfeltételnél ezért a h*=h(0)=h(L)‑t állítjuk be, ez a rögzített határfeltétel speciális esete.  A szabad határfeltételt pedig úgy értjük, hogy rögzített vagy az egyik végpontbeli magasság, vagy a magasság határon felvett 
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Az m1 rendparaméter eloszlásának paramétereire az alábbiakat kapjuk.

Határfeltétel:
Periodikus
Rögzített
Szabad hL, rögzített h0
Szabad hL–h0, rögzített 
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I. táblázat

A periodikus és rögzített határfeltételek között nincs lényegi különbség.  A kétfajta szabad eset sem rejt meglepetést, nyilván nagyobb az átlagmagasság ingadozása, ha az egyik végpontot, mintha a kettő átlagát rögzítjük.  Ha bevezetjük az m1/L½ változót, akkor látható, hogy a skálafüggvény gaussi, σ/12 illetve σ/3 varianciával.  Mindazonáltal ezzel demonstráltuk, hogy ha triviális módon is, de a határfeltétel befolyásolja a rendparaméter eloszlás skálafüggvényét.
Az m2, c2 és μ2 négyzetes térátlagok esetén a generátorfüggvényeket mutatjuk be.

Határfeltétel:
Periodikus
Rögzített
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II/a. táblázat

Határfeltétel:
Szabad hL, rögzített h0
Szabad hL–h0, rögzített 
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II/b. táblázat

Itt
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(15d)

Idevágó hivatkozásokat feltüntettünk a II/a táblázatban, s ahol eredmény nem ismeretes, ott a rovatot nem töltöttük ki.  A periodikus határfeltételre vonatkozó formula a rögzítettéből itt is úgy volt kapható, hogy a végpontokat azonosan h*-nak vettük.  Szabad határfeltételnél c2 generátora nem függ attól, hogyan kezeltük a h tengely transzlációs invarianciáját.

A négyzetes térátlagok Pa(x) valószínűségsűrűségeinek vizsgálata a Ga(s) generátorok alapján túllépne a jelen kereteken.  Az m2 és c2 térátlagokra vonatkozó formulákból mindenesetre levonható az a nyilvánvaló következtetés, hogy a valószínűségsűrűségeket a határfeltételek erősen befolyásolják.  Ez további ösztönzést ad arra, hogy túllépjünk az 1+1-dimenziós Wiener folyamaton és megkíséreljünk általánosabb összefüggéseket felderíteni. 

5. A határfeltételek szerepéről magasabb dimenzióban

A rendparaméter, azaz a magasság térátlaga valószínűségeloszlásának határfeltételektől való függését általános d+1 dimenzióban formálisan demonstrálhatjuk.  Az
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(16)

rendparaméter valószínűségsűrűségét fix határfeltétel mellett fogjuk vizsgálni.  Ehhez a d dimenziós V szubsztrátum d‑1-dimenziós, zárt A határán rögzítjük a magasságfüggvényt, amit hA(x)-val jelölünk, ezt nyilván csak az A-n levő x-ekre értelmezzük.  A keresett sűrűség ekkor
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(17)

ahol a rögzített hA(x) peremértéket jelöltük, továbbá P[h(x)]-ot (6) definiálja, s normálása (7)-tel szintén fix hA(x) mellett történik  A (17) kifejezés alapján. itt nem részletezett módon számolva a várakozásnak megfelelően Gauss eloszlást kapunk.  Ennek középértéke
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(18)
ahol az integrandus a legvalószínűbb felület, a (9) Laplace-egyenlet megoldása hA(x) peremfeltétellel, azaz a Dirichlet-probléma megoldása.   Ez igen plauzibilis összefüggés, a h(x) magasság térátlagának sokaságátlaga éppen a legvalószínűbb felület térátlaga.  A Gauss eloszlás varianciájára pedig  
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(19)
adódik, ahol G(x,y) az adott geometriához tartozó Dirichlet-féle Green-függvény jelenik meg, ami (9)-et a jobboldalra írt Dirac-delta mellett oldja meg s bármely változójával az A határon eltűnik.  A variancia tehát a Green-függvény mindkét változójára vett térátlagával arányos.  Míg a várható érték a h magasság origójának eltolásával zérussá tehető, addig a variancia érzéketlen ilyen transzlációra.  A (16) kifejezésből látható, hogy a variancia független a magasság hA(x) peremértékétől, azt a zárt A határ geometriája teljesen  meghatározza. 

A Wiener-folyamatra (16) a korábbi eredményünkkel egybevág.  Nem nehéz megmutatni, hogy a d=1-dimenziós Laplace-egyenlet, azaz h″=0, Dirichlet-féle Green függvénye 
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(20)
aminek kettős térátlaga
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(21)
Ebből (19) alapján, a σ=1/a relációval, az I. táblázat fix határfeltétel mellett érvényes σL/12 varianciája adódik.  Itt az A határ két pont, azért annak geometriája nyilván nem változtatható.

Ha d=2, akkor a V síkidom, A annak határoló kontúrja.  Az elektrosztatikából ismeretes módon számítható a Green-függvény, az alábbiakban csupán végeredményeket tüntetünk fel.  Korong alapú felületre
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(22)

míg L1/L2=b méretarányú téglalap esetén
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(23)

Ha b akár nullához akár végtelenhez tart, azaz az egydimenziós limeszt valósítjuk meg, akkor (20) zérushoz tart b-vel illetve 1/b-vel arányosan, s könnyen belátható, hogy az arányossági együttható a d=1-ből ismerős ‑1/12, ld. a (21) egyenletet.
Kettőnél magasabb dimenzióban a Green-függvény átlaga L2–d-nel arányos.  A magasság varianciája ilyenkor vezető rendben a mikroszkopikus karakterisztikus hossztól függ, az L2–d az L-függő szubdomináns tag zérushoz tartását jellemzi a Hurst-kitevő (8) kifejezésével összhangban.

Kiemeljük, hogy a (19) kifejezést eredményező számítás pályaintegrálok diszkretizációja nélkül, azok analitikus manipulációja révén történt..  Ilyen eljárás rigorózusan véve illegitim, matematikailag igazolást kíván..  Figyelemre méltó például, hogy míg a d=2 esetben a (8) alapján eltűnő Hurst-kitevő azt jelzi, hogy a karakterisztikus vastagság L-ben logaritmikusan divergál [2], addig a (22-23) formulák szerint a magasság térátlagának varianciájára véges érték adódik.  Az látható dimenzióanalízis alapján, hogy a fenti analitikus eljárás egyetlen L makroszkopikus karakterisztikus hossz alapján logaritmikus divergenciát nem képes kimutatni.  Ugyanis a pályaintegrálos formalizmus mikroszkopikus ℓ karakterisztikus hosszt, pl. rácsállandót, nem tartalmaz, ezért az L hosszal dimenziótlan mennyiség nem képezhető, s így log(L/ℓ)-et sem kaphatunk.  E probléma tisztázása érdekében további vizsgálatokra van szükség.
Megemlítjük, hogy a c2 négyzetes vastagság valószínűségsűrűségére általános kifejezéseket írhatunk fel pályaintegrál alakban.  Levezetés nélkül adjuk meg a generátorfüggvényeket.  Szabad határfeltételre
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rögzítettre
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és periodikusra
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ahol 
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(27)

A szabad határfeltétel (24) formulájában az integrálás a határon korlátozás nélkül értendő, ennek precíz definíciója attól függ, hogyan normáljuk a felület valószínűségsűrűségét, ld. a (7) alatti diszkussziót.  Fix hA(x) határfeltételnél (25)-ben a funkcionálintegrált a h(x) térnek a határon a jelölt kifejezésre rögzített értéke mellett végezzük el, majd az egyparaméteres integrál számítandó.  Periodikus határfeltételt toroidális szubsztrátumra értelmezhetünk, ekkor (26)-ban a (16)-tal adott m1térátlag rögzítendő a transzlációs módus kiküszöbölése végett.  Noha konkrét eredményeket itt nem idézünk, a generátorfüggvények határfeltételtől való függése szembetűnő. 

Megjegyezzük, hogy az 1+n-dimenziós bolyongással n=2,3 mellett modellezett polimerek fő tehetetlenségi nyomatékainak meghatározása a fentihez hasonló probléma, amelyben analitikus eredményeket Fougère és Desbois értek el [16].

Mivel Gauss-modellt vizsgáltunk, a fent bemutatott, az m1 rendparaméterre vonatkozó eredmények semmiképpen sem tekinthetők a 3. fejezetben áttekintett rendszerekben, numerikusan talált határfeltételektől való függés kvantitatív magyarázatának, hiszen az azokban kapott skálafüggvények nem gaussiak.  Mindazonáltal az m1 varianciájának (19) kifejezése megerősíti azt az eddig – tudomásunk szerint – csupán szimulációkkal megalapozott várakozást, hogy a rendszer határfeltételei meghatározó befolyást gyakorolnak a skálafüggvényekre.

6. Tudományfilozófiai vonatkozás 

A határfeltételek jelentőségére nemcsak fizikai folyóiratok olvasóinak figyelmét hívják fel a szerzők.  Illusztrációképpen álljon itt kivonatos idézet a Social Text társadalomtudományi folyóirat egy 1996-ban megjelent cikkéből  “... mindezen elméleteknek az egyik fontos kérdése a következő: áttörhetjük-e (átléphetjük-e) a határt, és ha igen, mi fog történni?  Technikailag ez a ‘határfeltételek’ problémájaként ismert.  Egy tisztán matematikai szinten a határfeltételekben az a legszembetűnőbb, hogy a lehetőségek óriási tárházát kínálják...”[17].
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